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Conexiones de Galois, transformaciones
de Chu y enlaces
Galois Conections, Chu Mappings and Bonds
Gerardo Mun˜oz-Quin˜ones
Universidad Distrital Francisco Jose´ de Caldas, Bogota´, Colombia
Resumen. En este art´ıculo se caracterizan los enlaces (bonds) definidos por
Wille, mediante unos axiomas menos r´ıgidos que facilitan la definicio´n de la
categor´ıa BOND. Como los enlaces generalizan las transformaciones de Chu,
se presenta un funtor entre CHU y BOND que es fiel. Adema´s, se proponen
los morfismos de Galois, los cuales generalizan los enlaces y permiten crear la
categor´ıa MGI (la I indica que invierten el orden). Finalmente, se propone un
me´todo general para construir categor´ıas de adjunciones a partir de cualquier
categor´ıa. La categor´ıa de adjunciones generada a partir de la categor´ıa de las
conexiones de Galois que preservan el orden, denominada MGP (la P indica
que preserva el orden), resulta ser equivalente a la categor´ıa MGI.
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Abstract. In this paper we characterize bonds, as defined by Wille, by em-
ploying a less rigid set of axioms thus enabling the definition of the category
BOND. Since bonds generalize Chu mappings we present a faithful functor
between CHU and BOND. Moreover, we propose the Galois morphisms gene-
ralizing bonds; this allows us to define the category MGI. Lastly, we suggest a
general method to construct categories of adjunctions from any given category.
The category of adjunctions generated from the category of order-preserving
Galois connections, named MGP, turns out to be equivalent to the category
MGI.
Key words and phrases. Galois connections, Bonds, Chu mappings.
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1. Introduccio´n
Las conexiones de Galois (CG) son generalizadas por las transformaciones de
Chu, introducidas en [2]. Desde el punto de vista catego´rico se mostrara´ en la
seccio´n 4 que la categor´ıa de las conexiones de Galois que preservan el orden,
CGP, esta´ inmersa en la categor´ıa de las transformaciones de Chu, CHU. Una
trasformacio´n de Chu se puede representar mediante una relacio´n binaria; en
las subsecciones 4.4 y 4.5 caracterizamos las relaciones binarias provenientes de
conexiones de Galois.
Los enlaces, desarrollados por Wille [6] para caracterizar los productos sub-
directos de ret´ıculos, generalizan las relaciones de Chu. En la subseccio´n 5.1 se
presenta una caracterizacio´n menos r´ıgida de los enlaces que facilita la defini-
cio´n de la categor´ıa BOND. En la subseccio´n 5.4 mostramos que la composicio´n
de las transformaciones de Chu es compatible con la composicio´n de los enla-
ces, permitiendo la definicio´n de un funtor entre CHU y la categor´ıa de los
enlaces, BOND. Esto nos facilita ver las conexiones de Galois como productos
subdirectos de los conjuntos ordenados.
En la subseccio´n 6.1 definimos la categor´ıa MGI que esta´ basada en cone-
xiones de Galois que invierten el orden y generaliza la categor´ıa BOND, que a
su vez generaliza las categor´ıas CHU y CGI.
En la subseccio´n 6.2 presentamos una forma para construir categor´ıas de
adjunciones a partir de una categor´ıa cualquiera. La categor´ıa MGP la defini-
mos como la categor´ıa de adjunciones de CGP, la cual resulta ser isomorfa a la
categor´ıa MGI.
Algunos de los resultados aqu´ı presentados son parte de la tesis doctoral [11].
En recientes art´ıculos, tales como [4], [8] y [12], se estudian algunas categor´ıas
similares pero con un enfoque diferente.
2. Conexiones de Galois
En la literatura usualmente se presentan dos tipos de conexiones de Galois
(CG) entre los conjuntos ordenados
〈
P,≤P
〉
y
〈
Q,≤Q
〉
a saber:
−→
f (p) ≤Q q ⇔ p ≤P ←−f (q), (Tipo 1)
f−→(p) ≥Q q ⇔ p ≤P f←−(q), (Tipo 2)
para todo p ∈ P y q ∈ Q. −→f y f−→ son funciones de P en Q y se conocen como
adjuntas a derecha.
←−
f y f←− son funciones de Q en P y se conocen como adjuntas
a izquierda. Cada par de adjuntas se pueden escribir en la forma
〈←−
f ,
−→
f
〉
y〈
f←−, f−→
〉
. Se puede pasar de una CG tipo 1 a una tipo 2 invirtiendo el orden
de Q solamente. Pero si se invierten los o´rdenes de P y Q a la vez, entonces se
obtienen otros dos tipos de CG ana´logos a los tipos 1 y 2.
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2.1. Algunas propiedades de las CG
A continuacio´n aparecen algunas propiedades conocidas ([3]) que cumplen las
CG
〈←−
f ,
−→
f
〉
de tipo 1 y las CG
〈
f←−, f−→
〉
de tipo 2, definidas entre los conjuntos
ordenados
〈
P,≤P
〉
y
〈
Q,≤Q
〉
. Sean p, p′ ∈ P y q, q′ ∈ Q.
−→
f (p) ≤Q q ⇔ p ≤P ←−f (q). f−→(p) ≥Q q ⇔ p ≤P f←−(q).
Tipo 1. Tipo 2.
−→
f (p) =
−→
f
(←−
f
(−→
f (p)
))
. f−→(p) = f−→
(
f←−
(
f−→(p)
))
. (1)
←−
f (q) =
←−
f
(−→
f
(←−
f (q)
))
. f←−(q) = f←−
(
f−→
(
f←−(q)
))
. (2)
p ≤ ←−f
(−→
f (p)
)
. p ≤ f←−
(
f−→(p)
)
. (3)
q ≥ −→f
(←−
f (q)
)
. q ≤ f−→
(
f←−(q)
)
. (4)
p ≤ p′ ⇒ −→f (p) ≤ −→f (p′). p ≤ p′ ⇒ f−→(p) ≥ f−→(p′). (5)
q ≤ q′ ⇒ −→f (q) ≤ −→f (q′). q ≥ q′ ⇒ f−→(q) ≤ f−→(q′). (6)
Mientras que (1), (2) y (3) coinciden para los tipos 1 y 2, las otras s´ı difieren;
en particular, en (5) y (6) se preserva el orden para el tipo 1 y se invierte el
orden para el tipo 2. Por tal motivo vamos a referirnos al tipo 1 como las
conexiones de Galois que preservan el orden (CGP) y al tipo 2 como
las conexiones de Galois que invierten el orden (CGI). Las funciones〈←−
f ,
−→
f
〉 (
o
〈
f←−, f−→
〉)
que cumplan de (3) a (6) son CGP (o CGI).
Otra propiedad que se cumple es que a partir de una de las adjuntas de una
CG se puede recuperar la otra,
CGP. CGI.
−→
f (p) = mı´n
{
q ∈ Q : p ≤ ←−f (q)
}
. f−→(p) = mı´n
{
q ∈ Q : p ≤ f←−(q)
}
. (7)
←−
f (q) = ma´x
{
p ∈ P : q ≥ −→f (p)
}
. f←−(q) = mı´n
{
p ∈ P : q ≤ f−→(p)
}
. (8)
Si
〈
P,≤P
〉
y
〈
Q,≤Q
〉
son ret´ıculos completos, se cumplen algunas propie-
dades adicionales. Asuma que A ⊆ P y que B ⊆ Q.
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CGP. CGI.
−→
f
(∨
A
)
=
∨
a∈A
−→
f (a). f−→
(∨
A
)
=
∧
a∈A
f−→(a).
←−
f
(∧
B
)
=
∧
b∈B
←−
f (b). f←−
(∨
B
)
=
∧
b∈B
f←−(b).
Las ima´genes de
−→
f
(
o f−→
)
y de
←−
f
(
o f←−
)
son subret´ıculos de Q y de
P , respectivamente. Estos subret´ıculos son isomorfos (o antiisomorfos) en una
CGP (o CGI) respectivamente.
Estas propiedades se deducen de las definiciones.
Ejemplo 2.1. Dados dos conjuntos G y M y una relacio´n binaria R ⊆ G×M
se definen las funciones R←− y R−→, llamadas funcio´n polar a izquierda y funcio´n
polar a derecha, respectivamente.
R←− : ℘(M)→ ℘(G)
B 7→ R−→(B) :=
{
g ∈ G : (∀b ∈ B) 〈g, b〉 ∈ R}.
R−→ : ℘(G)→ ℘(M)
A 7→ R−→(A) :=
{
m ∈M : (∀a ∈ A) 〈a,m〉 ∈ R}.
El par
〈
R←−, R−→
〉
forma una CGI.
Ejemplo 2.2. Sea σn el conjunto de los sistemas (finitos o infinitos) de ecuacio-
nes lineales de n ∈ N variables en el campo K. Consideramos que dos ecuaciones
son iguales si y so´lo si tienen los mismos coeficientes y dos sistemas de ecua-
ciones son iguales si tienen exactamente las mismas ecuaciones (sin importar
el orden).
La funcio´n f−→ : σn → ℘
(
Kn
)
env´ıa un sistema de ecuaciones S ∈ σn en su
solucio´n. La funcio´n f←− : ℘
(
Kn
) → σn env´ıa un conjunto de puntos P ⊆ Kn
en el sistema de ecuaciones SP ∈ σn en donde una ecuacio´n e ∈ SP si y so´lo
si P esta´ contenido en el conjunto solucio´n de e. Si ordenamos σn y ℘
(
Kn
)
por contenencia entonces
〈
f←−, f−→
〉
forma una CGI debido a que se cumplen las
propiedades (3) a (6).
En el caso en que K = Z2 y n = 2 se tiene que σ2 es el conjunto de partes
de {
0x+ 0y = 0, 0x+ 0y = 1, 0x+ 1y = 0, 0x+ 1y = 1
1x+ 0y = 0, 1x+ 0y = 1, 1x+ 1y = 0, 1x+ 1y = 1
}
.
Volumen 48, Nu´mero 1, An˜o 2014
CONEXIONES DE GALOIS, TRANSFORMACIONES DE CHU Y ENLACES 25
Calculamos algunos valores:
f−→
({
1x+ 0y = 1, 0x+ 1y = 0
})
=
{〈1, 0〉}.
f←−
({〈1, 0〉, 〈0, 1〉}) = {1x+ 1y = 1}.
2.2. Operador clausura
En una CGP
〈←−
f ,
−→
f
〉
la composicio´n de las adjuntas h =
←−
f
−→
f forma un
operador clausura, o sea un operador expansivo
(
es decir, que para cada
p ∈ P se tiene que p ≤ h(p)), mono´tono (es decir, que para cada p1, p2 ∈ P se
tiene que p1 ≤ p2 → h(p1) ≤ h(p2)
)
e idempotente
(
es decir, que para cada
p ∈ P se tiene que h(p) = h(h(p))).
La composicio´n de las adjuntas k =
−→
f
←−
f de una CGP forma un operador
kernel, es decir un operador que es mono´tono, idempotente y reductivo
(i.e. para cada p ∈ P se tiene que p ≥ k(p)).
En una CGI
〈
f←−, f−→
〉
las composiciones f←− f−→ y f−→ f←− forman operadores
clausura. Los puntos fijos de los operadores clausura y kernel se llaman cerra-
dos. Las CG restringidas a los cerrados son biyecciones.
Ejemplo 2.3. Con respecto el ejemplo 2.2, para el caso en que K = Z2 y
n = 2,
f←− f−→
({
1x+ 0y = 1, 0x+ 1y = 0
})
=
{
1x+ 0y = 1, 0x+ 1y = 0, 1x+ 1y = 1
}
.
Para el caso de tres variables (n = 3) y el campo de los reales (K = R),
la composicio´n f−→ f←− env´ıa un conjunto de puntos P al espacio, plano, recta o
punto generado por P .
2.3. La categor´ıa CGP
En la literatura se presenta la categor´ıa CGP, en la cual los objetos son con-
juntos ordenados y los morfismos son CGP.
La identidad de un conjunto ordenado consiste en la funcio´n identidad para
las dos adjuntas. La composicio´n de
〈←−
f ,
−→
f
〉
(entre P y Q) con
〈←−g ,−→g 〉 (entre
Q y R), que se muestran en la figura 1, es la CGP〈←−
f ,
−→
f
〉
◦
〈←−g ,−→g 〉 := 〈←−f ◦←−g ,−→g ◦ −→f 〉.
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P Q R
−→
f −→g
←−
f
←−g
Figura 1. Composicio´n en la categor´ıa de adjunciones.
3. Contextos formales
En la seccio´n anterior se definio´ la categor´ıa CGP. Infortunadamente, no es
posible realizar lo mismo con las CGI ya que la composicio´n de dos CGI da
una CGP, pero un camino para la creacio´n de una categor´ıa usando CGI son
los Contextos formales.
Un Contexto formal (o simplemente Contexto) es una CGI entre los con-
juntos de partes ℘(G) y ℘(M), donde G es un conjunto cualquiera cuyos
elementos se llaman sujetos, M es un conjunto cualquiera cuyos elementos se
llaman atributos. En [6, teorema 2] se muestra que los Contextos esta´n en
correspondencia biyectiva con las relaciones binarias, por eso un Contexto se
representa por la tripla R = 〈G,M,R〉 donde R es una relacio´n binaria entre
sujetos G y atributos M (R ⊆ G×M). Las funciones
〈
R−→, R←−
〉
del ejemplo 2.1
permiten reconstruir las CGI.
Ejemplo 3.1. Debido a que en el ejemplo 2.2, σn es el conjunto de partes
del conjunto En de ecuaciones de n variables, entonces f−→ : ℘
(
En
)→ ℘(Kn)
y f←− : ℘
(
Kn
) → ℘(En). Por lo tanto 〈 f←−, f−→〉 forma un Contexto entre el
conjunto de ecuaciones
(
G := En
)
y el conjunto de puntos en n dimensiones(
M := Kn
)
. Un elemento de la relacio´n 〈e, p〉 ∈ R ⊆ G ×M implica que el
punto p pertenece a la solucio´n de la ecuacio´n e. Para el caso particular en que
n = 2 y K = Z2 el Contexto se presenta en la tabla 1.
3.1. Extensio´n, comprensio´n y clarificado
Un cerrado en ℘(G) se conoce como una extensio´n y un cerrado en ℘(M)
se conoce como una comprensio´n. El conjunto de extensiones de R forman
un ret´ıculo conocido como el ret´ıculo de extensio´n, GR. De manera ana´loga,
el conjunto de comprensiones de R se conoce como el ret´ıculo de compren-
sio´n, MR. Estos ret´ıculos son antiisomorfos. Un concepto corresponde a la
extensio´n y la comprensio´n asociadas. El ret´ıculo conceptual es el ret´ıculo
de los conceptos ordenados por extensiones.
Ejemplo 3.2. En la figura 2 se presenta el ret´ıculo conceptual del Contexto
de la tabla 1, el cual fue realizado utilizando la herramienta libre ToscanaJ.
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x = 0 x = 0 x = 1 x = 1
y = 0 y = 1 y = 0 y = 1
0x+ 0y = 0 x x x x
0x+ 0y = 1
0x+ 1y = 0 x x
0x+ 1y = 1 x x
1x+ 0y = 0 x x
1x+ 0y = 1 x x
1x+ 1y = 0 x x
1x+ 1y = 1 x x
Tabla 1. Contexto para n = 2 y K = Z2.
Figura 2. Ret´ıculo de extensio´n (ejemplo 3.2).
Con un conjunto ordenado
〈
P,≤P
〉
se puede construir el Contexto〈
P, P,≤P
〉
. En este caso el ret´ıculo de extensiones corresponde al completado de
Dedekind-MacNeille de
〈
P,≤P
〉
y el ret´ıculo de comprensiones al completado
de Dedekind-MacNeille de
〈
P,≥P
〉
.
Un Contexto es clarificado si las funciones polares restringidas a los sin-
gletons son inyectivas. Intuitivamente, esto significa que si vemos la relacio´n
binaria como una tabla, no tiene ni columnas ni renglones repetidos.
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4. Transformaciones de Chu
Histo´ricamente, las construcciones de Chu [2] convierten categor´ıas auto´nomas
(i.e. categor´ıas monoidales sime´tricas y cerradas) en categor´ıas auto´nomas con
objetos duales. Los espacios de Chu resultan al aplicar la construccio´n de Chu
a la categor´ıa de los conjuntos junto con las funciones [7, 3.7]. Los objetos de la
categor´ıa CHU son Contextos y los morfismos son las transformaciones de Chu.
La subcategor´ıa plena donde los Contextos son clarificados se denota CHUc.
De acuerdo con [13] y [14], una transformacio´n de Chu entre los Con-
textos R1 =
〈
G1,M1, R1
〉
y R2 =
〈
G2,M2, R2
〉
consta de un par de funciones〈←−
f ,
−→
f
〉
con
−→
f : G1 → G2 y ←−f : M2 →M1 tales que para todo g ∈ G1 y para
todo m ∈M2 se cumple que〈−→
f (g),m
〉
∈ R2 ⇔
〈
g,
←−
f (m)
〉
∈ R1.
A partir de las definiciones se concluye que las CGP son un caso particular
de las transformaciones de Chu, al considerar R1 la relacio´n de orden en P , ≤P ,
y R2 la relacio´n de orden en Q, ≤Q. Esto se enuncia en la siguiente proposicio´n.
Proposicio´n 4.1.
〈←−
f ,
−→
f
〉
es una conexio´n de Galois que preserva el orden
entre los conjuntos ordenados
〈
P,≤P
〉
y
〈
Q,≤Q
〉
si y so´lo
〈←−
f ,
−→
f
〉
es una
transformacio´n de Chu entre los Contextos
〈
P, P,≤P
〉
y
〈
Q,Q,≤Q
〉
. Por lo
tanto la categor´ıa CGP es una subcategor´ıa plena de CHUc.
Una transformacio´n de Chu
〈←−
f ,
−→
f
〉
(y por lo tanto una CGP) entre los
ContextosR1 =
〈
G1,M1, R1
〉
yR2 =
〈
G2,M2, R2
〉
induce una relacio´n binaria
Sf ⊆ G1 ×M2 de la siguiente forma
Sf :=
{
(g,m) ∈ G1 ×M2 :
〈
g,
←−
f (m)
〉
∈ R1
}
=
{
(g,m) ∈ G1 ×M2 :
〈−→
f (g),m
〉
∈ R2
}
. (9)
La siguiente proposicio´n relaciona los Contextos, las funciones polares y la
relacio´n definida.
Proposicio´n 4.2. Sea
〈←−
f ,
−→
f
〉
una transformacio´n de Chu entre los Contextos
R1 =
〈
G1,M1, R1
〉
y R2 =
〈
G2,M2, R2
〉
, entonces
Sf−→ = R2−→
−→−→
f =
←−←−
f R1−→.
Sf←− = R1←−
−→←−
f =
←−−→
f R2←−.
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donde
−→−→
f ,
←−−→
f ,
−→←−
f y
←−←−
f son ima´genes directa (−→) e inversa (←−) de −→f : G1 → G2
y de
←−
f : M2 →M1, respectivamente.
Demostracio´n. Para probar que Sf←− = R1←−
−→←−
f asuma que B ⊆M2,
Sf←−(B) =
⋂
b∈B
Sf←−{b} =
⋂
b∈B
R1←−
{←−
f (b)
}
= R1←−
(−→←−
f (B)
)
.
De manera similar se obtiene que Sf−→ = R2−→
−→−→
f . Las otras dos igualdades se
presentan en [13, 3.7 y 3.8] X
El siguiente ejemplo muestra una relacio´n binaria que no proviene de una
transformacio´n de Chu.
Ejemplo 4.3. En la tabla 2 se presenta un enlace S para el cual no hay ninguna
transformacio´n de Chu que lo genere, porque las cuatro posibles funciones
−→
f 1,−→
f 2,
−→
f 3,
−→
f 4 : M1 → M2 generan relaciones binarias, utilizando la igualdad
(9), que son diferentes de S como se puede ver en la tabla 3.
m11 m
2
1 m
1
2 m
2
2 S
g21 X g
2
1 X g
2
1
g11 X g
1
1 X g
1
1
R1 m11 m21 m12 m22
g22 X g
2
2
g12 X g
1
2
R2 m12 m22
Tabla 2. Ejemplo de una relacio´n binaria que no proviene de una transformacio´n de
Chu.
La proposicio´n 4.5 establece condiciones necesarias y suficientes para que
una relacio´n binaria provenga de una transformacio´n de Chu. Su demostracio´n
se basa en el procedimiento sugerido por [1].
Definicio´n 4.4. Dados los ContextosR1 =
〈
G1,M1, R1
〉
yR2 =
〈
G2,M2, R2
〉
decimos que S ⊆ G1 ×M2 es una relacio´n de Chu si cumplen las siguientes
dos condiciones:
Para todo g ∈ G1 existe g′ ∈ G2 tal que R2−→
(
g′
)
= S−→(g).
Para todo m′ ∈M2 existe m ∈M1 tal que R1←−(m) = S←−
(
m′
)
.
Una definicio´n similar se encuentra en [9, 4.3.3].
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Transfor. de Chu m12 m
2
2−→
f 1(m
1
2) := m
1
1 g
2
1−→
f 1(m
2
2) := m
1
1 X X g
1
1−→
f 2(m
1
2) := m
1
1 X g
2
1−→
f 2(m
2
2) := m
2
1 X g
1
1−→
f 3(m
1
2) := m
2
1 X g
2
1−→
f 3(m
2
2) := m
1
1 X g
1
1−→
f 4(m
1
2) := m
2
1 X X g
2
1−→
f 4(m
2
2) := m
2
1 g
1
1
m12 m
2
2
Tabla 3. Las transformaciones de Chu de M1 a M2 de la tabla 2 y la relacio´n que
generan con la igualdad (9).
Proposicio´n 4.5. Si S es una relacio´n de Chu entre los Contextos R1 y R2,
entonces existe una transformacio´n de Chu fS :=
〈←−
fS ,
−→
fS
〉
tal que SfS = S. Si
R1 y R2 son clarificados entonces la transformacio´n de Chu es u´nica y −→fS y←−
fS se determinan mutuamente.
Rec´ıprocamente, si Sf proviene de una transformacio´n de Chu f :=
〈←−
f ,
−→
f
〉
entre R1 y R2 entonces Sf es una relacio´n de Chu. Adema´s si R1 y R2 son
clarificados entonces fSf = f .
Demostracio´n. Usando la notacio´n de la definicio´n 4.4, definimos
−→
fS(g) = g
′
y
←−
fS(m
′) = m y se tienen las siguientes equivalencias.
−→
fS(g) R2 m
′ ⇔ g′ R2 m′ ⇔ g S m′ ⇔ g R1 m⇔ g R1 ←−fS
(
m′
)
lo cual muestra que son una transformacio´n de Chu.
Usando la definicio´n se sigue que estas funciones generan a S. Si los Contex-
tos son clarificados entonces g′ y m son u´nicas y por lo tanto quedan definidas
de manera un´ıvoca las funciones
−→
fS y
←−
fS . Cada una determina la otra debido
a que con una funcio´n se puede generar a SfS y con SfS se puede determinar
la otra funcio´n.
La afirmacio´n rec´ıproca se deduce de la proposicio´n 4.2. X
Esta proposicio´n generaliza las propiedades (7) y (8) de las CGP. Pero
¿que´ otras propiedades de las conexiones de Galois se pueden generalizar a las
transformaciones de Chu? Infortunadamente, las propiedades (1) a (6) no se
pueden generalizar porque requieren que G = M .
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Uniendo las proposiciones 4.1 y 4.5 se obtiene el siguiente resultado, que ya
hab´ıa sido presentado en [5, p. 84].
Corolario 4.6. Una relacio´n binaria S proviene de alguna conexio´n de Galois
que preserva el orden entre los conjuntos ordenados
〈
P,≤P
〉
y
〈
Q,≤Q
〉
si y
so´lo si se cumplen las siguientes dos condiciones:
• Para todo g ∈ P , S−→(g) es un filtro principal en
〈
Q,≤Q
〉
.
• Para todo m′ ∈ Q, S←−
(
m′
)
es un ideal principal en
〈
P,≤P
〉
.
5. Enlaces
5.1. Productos subdirectos y enlaces
La suma directa de los contextos R1 =
〈
G1,M1, R1
〉
y R2 =
〈
G2,M2, R2
〉
es el contexto R1 +R2 definido por
R1 +R2 :=
〈(
G˙1 ∪ G˙2
)
,
(
M˙1 ∪ M˙2
)
,
(
R˙1 ∪ R˙2 ∪
(
G˙1 × M˙2
) ∪ (G˙2 × M˙1))〉
en donde el punto denota para cualquier conjunto A y cualquier sub´ındice i,
A˙i := {i} ×A.
El ret´ıculo de extensio´n de la suma directa de Contextos es isomorfo al
producto de los ret´ıculos de extensio´n [6, teorema 31],
GR1+R2 ∼= GR1 × GR2 .
El producto subdirecto de ret´ıculos completos es un subret´ıculo completo
del producto directo para el cual las proyecciones cano´nicas sobre los factores
son sobreyectivas.
En [6, teorema 32] se caracterizan los productos subdirectos entre dos Con-
textos mediante unas relaciones binarias llamadas enlaces. Un enlace se de-
fine como una tripla S1 = 〈R1,R2, S1〉 donde R1 =
〈
G1,M1, R1
〉
y R2 =〈
G2,M2, R2
〉
son Contextos, y S1 ⊆ G1 ×M2 es una relacio´n binaria tal que
S1−→({g}) es una comprensio´n para todo g ∈ G1.
S1←−({m}) es una extensio´n para todo m ∈ G1.
Estos axiomas se pueden reescribir de la siguiente forma:
S1−→({g}) = R2−→R2←−S1−→({g}) para todo g ∈ G1.
S1←−({m}) = R1←−R1−→S1←−({m}) para todo m ∈ G1.
Vamos a probar que estos dos axiomas son equivalentes a formas ma´s flexi-
bles.
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Teorema 5.1. Sean 〈G1,M1, R1〉, 〈G2,M2, R2〉 y 〈G1,M2, S1〉 Contextos. Las
siguientes tres igualdades son equivalentes entre s´ı.
S1−→({g}) = R2−→R2←−S1−→({g}), para todo g ∈ G1. (10)
S1−→ = R2−→R2←−S1−→. (11)
S1←− = S1←−R2−→R2←−. (12)
Dualmente, las siguientes igualdades son equivalentes.
S1←−({m}) = R1←−R1−→S1←−({m}), para todo m ∈M2. (13)
S1←− = R1←−R1−→S1←−. (14)
S1−→ = S1−→R1−→←−
. (15)
Demostracio´n.
(10) ⇒ (11) Para todo A ⊆ G1,
S1−→(A) =
⋂
a∈A
S1−→({a}) =
⋂
a∈A
(
R2−→R2←−S1−→({a})
)
= R2−→
( ⋃
a∈A
(
R2←−S1−→({a})
))
= R2−→R2←−R2−→
( ⋃
a∈A
(
R2←−S1−→({a})
))
= R2−→R2←−
( ⋂
a∈A
(
R2−→R2←−S1−→({a})
))
= R2−→R2←−
( ⋂
a∈A
(
S1−→({a})
))
= R2−→R2←−S1−→(A).
(11) ⇒ (10) Es evidente.
(11) ⇒ (12) Suponga que A ⊆ G1 y B ⊆M2,
A ⊆ S1←−(B)⇔ S1−→(A) ⊇ B ⇔ R2−→R2←−S1−→(A) ⊇ B ⇔ R2←−S1−→(A) ⊆ R2←−(B)
⇔ R2−→R2←−S1−→(A) ⊇ R2−→R2←−(B)⇔ S1−→(A) ⊇ R2−→R2←−(B)
⇔ A ⊆ S1←−R2−→R2←−(B).
(12) ⇒ (11)
S1−→ = S1−→S1←−S1−→ = S1−→
(
S1←−R2−→R2←−
)
S1−→ =
(
S1−→S1←−
)
R2−→R2←−S1−→ ⊇ R2−→R2←−S1−→ ⊇ S1−→.
La equivalencia entre (13), (14) y (15) es ana´loga. X
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5.2. Las categor´ıas BOND y BONDc
En la categor´ıa BOND los objetos son Contextos y los morfismos son enlaces.
La categor´ıa BONDc es la subcategor´ıa plena de BOND en donde los Contex-
tos esta´n restringidos a los clarificados. La composicio´n de enlaces de las dos
categor´ıas se define como en [6, proposicio´n 84].
〈R2,R3, S2〉  〈R1,R2, S1〉 := 〈R1,R3, S2 R2 S1〉
donde S2
R2
 S1 es la composicio´n de relaciones binarias S1 y S2 a trave´s
de R2 definida como
S2
R2
 S1 :=
{
〈g,m〉 ∈ G1 ×M3 : m ∈ S2−→R2←−S1−→({g})
}
.
Si R2 es impl´ıcito, la composicio´n S2
R2
 S1 sera´ denotada como S2  S1. Si
no hay confusio´n, la composicio´n
〈R2,R3, S2〉  〈R1,R2, S1〉 sera´ tambie´n
denotada como S2  S1.
El enlace identidad de un Contexto R = 〈G,M,R〉 se define como el
enlace 〈R,R, R〉.
Si no hay confusio´n, un enlace identidad 〈R,R, R〉 puede ser denotado como
R.
Para probar que la categor´ıa BOND esta´ bien definida, se necesita el si-
guiente resultado.
Teorema 5.2 (Caracterizacio´n de la composicio´n de enlaces). Sean
S1 =
〈R1,R2, S1〉 y S2 = 〈R2,R3, S2〉 dos enlaces, entonces
S2  S1−−−−−→({a}) = S2−→R2←−S1−→({a}) para todo sujeto a en R1. (16)
S2  S1←−−−−−({b}) = S1←−R2−→S2←−({b}) para todo atributo b en R3. (17)
S2  S1−−−−−→ = S2−→R2←−S1−→. (18)
S2  S1←−−−−− = S1←−R2−→S2←−. (19)
Demostracio´n.
• Prueba de (16). Es directa de las definiciones de composicio´n.
• Prueba de (17). Sea a un sujeto de R1 y b un atributo de R3.
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S2  S1←−−−−−({b}) 3 a⇔ b ∈ S2  S1−−−−−→({a})⇔ b ∈ S2−→R2←−S1−→({a})
⇔ S2←−({b}) ⊇ R2←−S1−→({a})⇔ R2−→S2←−({b}) ⊆ R2−→R2←−S1−→({a})
⇔ R2−→S2←−({b}) ⊆ S1−→({a})⇔ S1←−R2−→S2←−({b}) 3 a.
• Prueba de (18). Sea A cualquier subconjunto de sujetos de R1.
S2−→R2←−S1−→(A) = S2−→R2←−S1−→
( ⋃
a∈A
({a})
)
= S2−→R2←−
( ⋂
a∈A
(
S1−→({a})
))
=
⋂
a∈A
(
S2−→R2←−S1−→({a})
)
=
⋂
a∈A
(
S2  S1−−−−−→({a})
)
= S2  S1−−−−−→
( ⋃
a∈A
({a})
)
= S2  S1−−−−−→(A).
• Prueba de (19). Es dual de la prueba de (18). X
Debido a los resultados anteriores, podemos concluir que las composiciones〈
S1←−R2−→S2←−, S2−→R2←−S1−→
〉
forman una CGI y que las categor´ıas BOND y BONDc
esta´n bien definidas.
5.3. Funtor entre enlaces y transformaciones de Chu
Es un hecho conocido [9, 4.4.3] que las relaciones binarias inducidas por trans-
formaciones de Chu
〈←−
f ,
−→
f
〉
(y por lo tanto las CGP) son un caso particular
de los enlaces, lo cual se puede comprobar a partir de la identidad (1) y la
proposicio´n 4.2.
Proposicio´n 5.3. Toda relacio´n Sf inducida por una transformacio´n de Chu〈←−
f ,
−→
f
〉
es un enlace.
No todo enlace proviene de una transformacio´n de Chu. Como se muestra
a partir del ejemplo 4.3, S no proviene de una transformacio´n de Chu, pero a
continuacio´n se muestra que s´ı es un enlace.
Volumen 48, Nu´mero 1, An˜o 2014
CONEXIONES DE GALOIS, TRANSFORMACIONES DE CHU Y ENLACES 35
S−→(∅) = M2 = R2−→R2←−S−→(∅). S←−(∅) = G1 = R1←−R1−→S←−(∅).
S−→
({
g11
})
=
{
m12
}
= R2−→R2←−S−→
({
g11
})
. S←−
({
m12
})
= G1 = R1←−R1−→S←−
({
m12
})
.
S−→
({
g21
})
=
{
m12
}
= R2−→R2←−S−→
({
g21
})
. S←−
({
m22
})
= ∅ = R1←−R1−→S←−
({
m22
})
.
S−→(G1) =
{
m12
}
= R2−→R2←−S−→(G1). S←−(G1) = ∅ = R1←−R1−→S←−(G1).
La proposicio´n 4.5 tambie´n establece las condiciones que debe cumplir el
enlace para que provenga de una transformacio´n de Chu. En particular cuando
los Contextos R1 y R2 son clarificados se tiene una correspondencia biyectiva
entre las transformaciones de Chu y las relaciones de Chu. Por lo tanto, vamos
a considerar a CHUc como una subcategor´ıa de BONDc.
En la proposicio´n 5.3 se afirma que las relaciones inducidas por transfor-
maciones de Chu son enlaces. Esto permite tener dos tipos de composiciones
para estas relaciones inducidas, una debida a las transformaciones de Chu y
otra debida a los enlaces. El siguiente resultado muestra que ambos tipos de
composiciones son compatibles.
Proposicio´n 5.4. Sean R1 =
〈
G1,M1, R1
〉
, R2 =
〈
G2,M2, R2
〉
y
R3 =
〈
G3,M3, R3
〉
Contextos y sean
〈−→
f 1 : G1 → G2, ←−f 1 : M2 → M1
〉
y〈−→
f 2 : G2 → G3, ←−f 2 : M3 →M2
〉
transformaciones de Chu, entonces
Sf2  Sf1 = Sf2◦f1 .
Demostracio´n. Es suficiente probar que Sf2  Sf1−−−−−−→ = Sf2◦f1−−−→.
Sf2  Sf1−−−−−−→ = Sf2−→R2←−Sf1−→ = R3−→
−→−→
f2R2←−R2−→
−→−→
f1 =
←−←−
f2R2−→R2←−R2−→
−→−→
f1 =
←−←−
f2R2−→
−→−→
f1 = R3−→
−→−→
f2
−→−→
f1 = R3−→
−−→−→
f2
−→
f1 = Sf2◦f1−−−→. 
X
Esto permite construir el funtor CB de CHU en BOND el cual deja los Con-
textos iguales y convierte las transformaciones de Chu
〈
f←−, f−→
〉
en la relacio´n
de Chu Sf .
6. Las categor´ıas de morfismos de Galois MGI y MGP y las
categor´ıas de adjunciones
Se ha visto que los enlaces forman una categor´ıa; adema´s, esta´n basados en las
funciones polares, que a su vez son CGI. A continuacio´n vamos a usar estos
resultados para definir una categor´ıa basada en CGI.
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6.1. La categor´ıa MGI
Los objetos de la categor´ıa MGI son CGI
〈
f1←−, f1−→
〉
entre un conjunto ordenado
de extensiones
〈
P1,≤
〉
y un conjunto ordenado de comprensiones
〈
Q1,≤
〉
.
Un morfismo de MGI entre los objetos
〈
f1←−, f1−→
〉
y
〈
f2←−, f2−→
〉
es una CGI〈
h1,2←−−, h1,2−−→
〉
entre
〈
P1,≤
〉
y
〈
Q2,≤
〉
que cumple los siguientes axiomas.
h1,2−−→ = f2−→f2←−h1,2−−→, (20)
h1,2←−− = f1←−f1−→h1,2←−−. (21)
Estos morfismos los llamamos morfismos de Galois y su composicio´n se
define as´ı: 〈
h2,3←−−, h2,3−−→
〉

〈
h1,2←−−, h1,2−−→
〉
=
〈
h2,3 ◦ 1,2←−−−−−, h2,3 ◦ 1,2−−−−−→
〉
,
en donde
h2,3 ◦ 1,2−−−−−→ := h2,3−−→ ◦ f2←− ◦ h1,2−−→,
h2,3 ◦ 1,2←−−−−− := h1,2←−− ◦ f2−→ ◦ h2,3←−−.
Y la identidad de
〈
f1←−, f1−→
〉
es la misma
〈
f1←−, f1−→
〉
.
Veamos ahora que efectivamente es una categor´ıa. Lo primero que hay que
probar es que la composicio´n es una CGI.
h2,3 ◦ 1,2−−−−−→(p) ≥ q ⇔ h2,3−−→f2←−h1,2−−→(p) ≥ q ⇔ f2←−h1,2−−→(p) ≤ h2,3←−−(q)
⇔ f2←−h1,2−−→(p) ≤ f2−→←−
h2,3←−−(q)⇔ f2←−−→
h1,2−−→(p) ≥ f2−→h2,3←−−(q)
⇔ h1,2−−→(p) ≥ f2−→h2,3←−−(q)⇔ p ≤ h1,2←−−f2−→h2,3←−−(q)
⇔ p ≤ h2,3 ◦ 1,2←−−−−−(q).
La composicio´n es asociativa ya que la composicio´n de funciones es asocia-
tiva.
La identidad esta´ bien definida debido a las siguiente caracterizacio´n de los
axiomas de morfismo de Galois (20) y (21):(
h1,2−−→ = f2−→f2←−h1,2−−→
)
⇔
(
h1,2←−− = h1,2←−−f2−→f2←−
)
, (22)(
h1,2←−− = f1←−f1−→h1,2←−−
)
⇔
(
h1,2−−→ = h1,2−−→f1←−f1−→
)
. (23)
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La demostracio´n es ana´loga a la del Teorema 5.1. Ahora se puede concluir
que la categor´ıa MGI esta´ bien definida.
De las definiciones se concluye que la categor´ıa BOND es una subcategor´ıa
plena de MGI debido a que las conexiones de Galois entre ret´ıculos de partes
esta´n en correspondencia biyectiva con los Contextos. En [10] se presentan
unas categor´ıas similares pero los morfismos no “representan” adecuadamente
las propiedades de los objetos.
6.2. Las categor´ıas de adjunciones
Usando la misma idea que se utilizo´ para la construccio´n de la categor´ıa MGI
vamos ahora a desarrollar una metodolog´ıa general para construir una categor´ıa
de adjunciones ADJC, dada una categor´ıa cualquiera C y dos subclases de ob-
jetos de C, P y Q. Si no se especifican P y Q se asume que ambas corresponden
a la clase de objetos de C.
Cada objeto de la categor´ıa ADJC esta´ formado por un par de morfismos〈←−
f ,
−→
f
〉
de C, llamado adjuncio´n, en donde
−→
f va de algu´n P ∈ P en algu´n
Q ∈ Q y←−f va de Q en P . Adema´s, deben cumplirse los siguientes dos axiomas:
−→
f =
−→
f
←−
f
−→
f ,
←−
f =
←−
f
−→
f
←−
f .
Un morfismo de la categor´ıa ADJC, entre una adjuncio´n
〈←−
f1,
−→
f1
〉
(de P1 en
Q1) y una adjuncio´n
〈←−
f2,
−→
f2
〉
(de P2 en Q2), es un par de morfismos
〈←−−
h1,2,
−−→
h1,2
〉
(de P1 en Q2) el cual cumple los siguientes axiomas:
−−→
h1,2 =
−−→
h1,2
←−
f1
−→
f1,
←−−
h1,2 =
←−−
h1,2
−→
f2
←−
f2,
−−→
h1,2 =
−→
f2
←−
f2
−−→
h1,2,
←−−
h1,2 =
←−
f1
−→
f1
←−−
h1,2.
La composicio´n entre dos morfismos
〈←−−
h1,2,
−−→
h1,2
〉
y
〈←−−
h2,3,
−−→
h2,3
〉
, que se pre-
sentan en la figura 3, se define as´ı:〈←−−
h2,3,
−−→
h2,3
〉

〈←−−
h1,2,
−−→
h1,2
〉
=
〈←−−−−−
h2,3 ◦ 1,2,
−−−−−→
h2,3 ◦ 1,2
〉
,
en donde
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P3
P2
P1
Q3
Q2
Q1
−→
f1
←−
f1
−−→
h1,2
←−−
h1,2
−→
f2
←−
f2
−−→
h2,3
←−−
h2,3
−→
f3
←−
f3
Figura 3. Composicio´n en la categor´ıa de adjunciones.
−−−−−→
h2,3 ◦ 1,2 :=
−−→
h2,3 ◦←−f2 ◦ −−→h1,2,
←−−−−−
h2,3 ◦ 1,2 :=
←−−
h1,2 ◦ −→f2 ◦←−−h2,3.
Dado un objeto f =
〈←−
f ,
−→
f
〉
de ADJC su identidad es el mismo objeto
f =
〈←−
f ,
−→
f
〉
.
6.3. La categor´ıa MGP
Definimos la categor´ıa MGP como la categor´ıa de las adjunciones de CGP, es
decir,
MGP := ADJCGP.
Proposicio´n 6.1. Las categor´ıas MGP y MGI son isomorfas.
Demostracio´n. Antes de definir el isomorfismo necesitamos definir para ca-
da conjunto ordenado de comprensiones
〈
Q,≤Q
〉
la CGI
〈
Q←−, Q−→
〉
que va de〈
Q,≤Q
〉
en
〈
Q,≥Q
〉
en donde Q←− = Q−→ = IdQ y ≥Q es el orden inverso de ≤Q.
El funtor IP env´ıa una CGI
〈
f←−, f−→
〉
en la CGP
〈
f←−Q←−, Q−→ f−→
〉
y este funtor
IP tambie´n env´ıa una MGI
〈
h←−, h−→
〉
en la MGP
〈
h←−Q←−, Q−→ h−→
〉
.
De manera ana´loga, el funtor PI env´ıa una CGP
〈←−
f ,
−→
f
〉
en la CGI
〈←−
f Q←−, Q−→
−→
f
〉
y una MGP
〈←−
h ,
−→
h
〉
en la MGI
〈←−
h Q←−, Q−→
−→
h
〉
.
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Estos funtores forman un isomorfismo debido a que la composicio´n de las
CGI
〈
Q←−Q←−, Q−→Q−→
〉
es la CGP identidad,
〈←−−
IdQ,
−−→
IdQ
〉
, en
〈
Q,≤Q
〉
. X
6.4. Conclusio´n
En la figura 4, se resumen las categor´ıas presentadas en este art´ıculo, en donde
las flechas so´lidas indican subcategor´ıas y la flecha punteada indica funtor. Es
de resaltar que una categor´ıa basada en las CGI (MGI) es una generalizacio´n
de la categor´ıa CGP y entre estas dos categor´ıas se encuentran las categor´ıas
de enlaces y de transformaciones de Chu.
CGP
CHUc
CHU
BONDc
BOND
MGIMGP
Figura 4. Mapa de las categor´ıas.
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